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Prvi dan

Dat je prirodan broj k. Neka je f : Z → Z bijekcija takva da za1.

svaka dva cela broja i i j za koje je |i−j| 6 k vaжi |f(i)−f(j)| 6 k.
Dokazati da za sve i, j ∈ Z vaжi

|f(i)− f(j)| = |i− j|.
(Miǉan Kneжevi�)

Neka je2.
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, za n ∈ N.

a) Dokazati da postoji beskonaqno mnogo sloжenih prirodnih
brojeva n takvih da Sn nije potpun sistem ostataka po modulu n.

b) Dokazati da postoji beskonaqno mnogo sloжenih prirodnih
brojeva n takvih da Sn jeste potpun sistem ostataka po modulu n.

(Milox Milosavǉevi�)

Neka su M , N i P sredixta stranica BC, AC i AB, redom, a3.

O centar opisane kruжnice oxtrouglog trougla ABC. Kruжnice
opisane oko trouglova BOC i MNP seku se u razliqitim taqkama
X i Y unutar trougla ABC. Dokazati da je

∢BAX = ∢CAY.
(Marko �iki�)

Vreme za rad 270 minuta.
Rexeǌa zadataka detaǉno obrazloжiti.

Svaki zadatak vredi 7 bodova.
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Drugi dan

Odrediti sve n ∈ N za koje je mogu�e podeliti skup {1, 2, . . . , 3n}4.

na n disjunktnih troqlanih podskupova oblika {a, b, c} u kojima
su b− a i c− b razliqiti brojevi iz skupa {n− 1, n, n+ 1}.

(Duxan �uki�)

Neka su A′ i B′ podnoжja visina iz temena A i B, redom, oxtrou-5.

glog trougla ABC (AC 6= BC). Kruжnica k sadrжi taqke A′ i B′

i dodiruje stranicu AB u taqki D. Ako trouglovi ADA′ i BDB′

imaju jednake povrxine, dokazati da je

∢A′DB′ = ∢ACB.
(Milox Milosavǉevi�)

Na�i najve�u konstantu K ∈ R sa slede�im svojstvom:6.

ako su a1, a2, a3, a4 > 0 takvi da za sve i, j, k ∈ N, 16 i < j < k 6 4,
vaжi a2i + a2j + a2k > 2(aiaj + ajak + akai), onda je

a21 + a22 + a23 + a24 >K(a1a2 + a1a3 + a1a4 + a2a3 + a2a4 + a3a4).

(Duxan �uki�)

Vreme za rad 270 minuta.
Rexeǌa zadataka detaǉno obrazloжiti.

Svaki zadatak vredi 7 bodova.



REXEǋA

Za k = 1 tvr�eǌe je trivijalno. Neka je zato k > 2. Intervalom1.

duжine k zovemo skup oblika {x, x+ 1, . . . , x+ k}, x ∈ Z. Dva cela
broja x i y �e biti uzastopna ako i samo ako postoje intervali
I1 i I2 duжine k za koje je I1 ∩ I2 = {x, y}. Me�utim, po uslovu
zadatka su f(I1) i f(I2) tako�e intervali duжine k, pa kako je
{f(x), f(y)} = f(I1) ∩ f(I2), sledi da su i f(x) i f(y) uzastopni
brojevi. Odavde je |f(x + 1) − f(x)| = 1 za x ∈ Z. Konaqno, ko-
riste�i injektivnost preslikavaǌa, jednostavnom indukcijom po
n dobijamo da je |f(x+ n)− f(x)| = n.

(a) Dokaza�emo da n = 2p zadovoǉava uslove, gde je p > 2 prost2.
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ima tri elementa deǉiva sa p, pa nije potpun sistem ostataka.

(b) Dokaza�emo da n = p2 zadovoǉava uslove, gde je p > 2 prost
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Napomena. Ima i drugih mogu�nosti za brojeve n: na primer, (a)
n = 8k + 6 za k ∈ N, odnosno (b) n = pk za prost broj p.

Obeleжimo sa k1 i k2 redom krugove MNP i BOC. Krug k1 je3.

Ojlerov krug trougla ABC i
prolazi kroz taqke D,E i sre-
dixte O1 duжi AH, gde je H or-
tocentar trougla ABC.

Pokaжimo da druga preseqna
taqka Z prave AY i kruga k1
leжi na Ojlerovom krugu k3
trougla ADE. Smatra�emo da

A

B C

D

D1

E

E1

M

N
P

O

O1

X

Y

Z

je Z izme�u A i Y ; dokaz u drugom sluqaju je analogan. Neka su D1

i E1 redom sredixta duжi AD i AE. Kako je AY ·AZ = AD ·AN =
AD1 ·AC, taqke Y, Z, C,D1 su koncikliqne, pa je ∢AZD1 = ∢ACY .



Analogno je ∢AZE1 = ∢ABY , pa je ∢D1ZE1 = ∢AZD1 + ∢AZE1 =
∢ACY + ∢ABY = ∢BY C − ∢BAC = ∢BAC. Odavde sledi da je Z

na k3.

Poxto je O1 centar opisanog kruga △ADE, transformacija sliq-
nosti koja slika △ABC u △ADE tako�e slika k1 u k2 i k2 u k3,
pa je slika taqke X ∈ k1 ∩ k2 taqka Z ∈ k2 ∩ k3. Prema tome,
∢BAX = ∢DAZ = ∢CAY .

Napomena. Pokazuje se da se pri inverziji sa centrom A i kva-
dratom polupreqnika 1

2AB · AC krugovi k1 i k2 slikaju jedan u
drugi, pa se i taqke X i Y slikaju jedna u drugu, odakle tako�e
sledi tvr�eǌe.

Traжena particija skupa {1, 2, . . . , 3n} odgovara particiji temena4.

pravilnog 3n-ugla P1P2 . . . P3n na trojke {Ai, Bi, Ci} takve da su
uglovi svakog od trouglova AiBiCi jednaki

n−1
3n π, n

3nπ i n+1
3n π. Po-

godnim obeleжavaǌem temena 3n-ugla moжemo posti�i da temena
A1, B1, C1 budu upravo Pn, P2n−1, P3n. Drugim reqima, ne smaǌu-
jemo opxtost ako pretpostavimo da se me�u trojkama {a, b, c} na
koje je skup {1, 2, . . . , 3n} podeǉen nalazi i trojka {n, 2n− 1, 3n}.
Jedna od preostalih n − 1 trojki mora da sadrжi dva broja iz
intervala [2n, 3n−1], a to mogu da budu jedino 2n i 3n−1. Jedina
trojka koja sadrжi ove brojeve i ne sadrжi n je {n− 1, 2n, 3n− 1}.
Sve ostale trojke sadrжe taqno po jedan broj iz svakog od in-
tervala [1, n − 2], [n + 1, 2n − 2] i [2n + 1, 3n − 2]. Preslikavaǌem
(a, b, c) → (a, b − 2, c − 4) za a < b < c dobijamo odgovaraju�e ras-
tavǉaǌe skupa {1, 2, . . . , 3(n − 2)} na trojke. Kako za n = 1 ovakvo
rastavǉaǌe nije mogu�e, jednostavnom indukcijom pokazujemo da
ono nije mogu�e ni za jedno neparno n.

S druge strane, za parno n = 2m trojke (2i− 1, 2i+ n, 2i+2n− 1) i
(2i, 2i+ n− 1, 2i+ 2n) za i = 1, . . . , m zadovoǉavaju uslove.

Neka je bez smaǌeǌa opxtosti BC > AC. Tada se prave A′B′ i5.

AB seku u taqki P , pri qemu je
A izme�u P i B. Iz jednakosti
povrxina ADA′ i BDB′ sledi
da je AD

DB
= PB′

PA′
. S druge strane,

vaжi i PD2 = PA′ · PB′ = PA ·
PB, odakle je PD

PB
= PA

PD
= AD

DB
=

PB′

PA′
. Iz posledǌih jednakosti A B

C

A′

B′

DP

sledi da je B′D ‖ BC i A′D ‖ AC, i zato je ∢A′DB′ = ∢ACB.

Drugo rexeǌe. Kako je ∢CB′D = α + ∢ADB′ = α + ∢B′A′D =
∢CA′D = x, sinusna teorema u △A′B′D i △AB′D nam daje BD =
BA′ sinx
sin(β+x) i AD = AB′ sinx

sin(α+x) , pa je AD
BD

= AB′ sin(β+x)
BA′ sin(α+x) = sin(β+x) cosα

sin(α+x) cosβ . S



druge strane, iz uslova [ADA′] = [BDB′] dobijamo AD
DB

= d(B′,AB)
d(A′,AB)

=
sinα cosα
sinβ cos β , tj.

sin(β+x)
sin(α+x) = sinα

sinβ
. Odavde lako dobijamo ∢AB′D = x = γ.

Neka je a1 6 a2 6 a3 6 a4. Oznaqimo
√
a2 = β i

√
a3 = γ. Iz uslova6.

zadatka sledi a1 6 (γ − β)2 i a4 > (γ + β)2.

Sabiraǌem sve qetiri nejednakosti iz zadatka nalazimo da je
K >

4
3 . Za svako takvo K, funkcija

f(x) = x2 + a22 + a23 + a24 −K(xa2 + xa3 + xa4 + a2a3 + a2a4 + a3a4)

je opadaju�a za x < K
2
(a2 + a3 + a4), pri qemu je K

2
(a2 + a3 + a4) >

2
3 (β

2+γ2+(β+γ)2) > (γ−β)2, pa je f(a1) > f((γ−β)2). Zato moжemo
da smatramo bez smaǌeǌa opxtosti da je a1 = (γ − β)2. Sliqno
uzimamo da je a4 = (γ + β)2.

Sada imamo a21 + a22 + a23 + a24 = 3(β4 + 4β2γ2 + γ4) i a1a2 + a1a3 +
a1a4 + a2a3 + a2a4 + a3a4 = 3(β4 + β2γ2 + γ4). Pri tom je γ 6 2β, pa

je β4+4β2γ2+γ4

β4+β2γ2+γ4 = 1 + 3β2γ2

β4+β2γ2+γ4 = 1 + 3

1+ β2

γ2
+ γ2

β2

>
11
7
, uz jednakost za

γ = 2β. Ovim je dokazano da je K >
11
7 , a jednakost se dostiжe za

a1 : a2 : a3 : a4 = 1 : 1 : 4 : 9.


